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MODELAGEM MATEMATICA DE SISTEMAS DINAMICOS

1.1 - INTRODUCAO

Inicialmente é necessario que se defina o que é sistema, sistema dindmico e sistema
estatico. Um SISTEMA é uma combinagdo de componentes que atuam em conjunto para satisfazer
um objetivo especificado. O sistema é dito ESTATICO, quando a saida atual do sistema depende
somente da entrada atual. A saida do sistema sé varia se a sua entrada variar.

O sistema é dito DINAMICO, se a sua saida depende da entrada e dos valores passados da
entrada. Num sistema dindmico a saida varia se ela ndo estiver num ponto de equilibrio, mesmo que
nenhuma entrada esteja sendo aplicada.

O modelo matematico de um sistema dindmico é definido como sendo o conjunto de
equacoes que representam a dindmica do sistema com uma certa precisdo. O modelo matematico de
um dado sistema ndo é unico, isto €, um sistema pode ser representado por diferentes modelos
dependendo da analise que se deseja fazer.

Na obtencdo do modelo matematico para um dado sistema deve-se ter um compromisso
entre a simplicidade do modelo e a sua precisdo. Nenhum modelo matematico, por mais preciso que
seja, consegue representar completamente um sistema.

Em geral deve-se obter um modelo matematico, que seja adequado para solucionar o
problema especifico que esta em analise. Porém, é importante ressaltar que os resultados obtidos
desta analise serdo validos somente para os casos em que o modelo é valido.

Quando vamos obter um modelo simplificado de um sistema, geralmente ignoramos
algumas propriedades fisicas deste sistema. Se os efeitos que estas propriedades causam na
resposta do sistema sdo pequenos, entdo uma boa semelhanga entre os resultados da analise
matematica e os resultados praticos do sistema é obtido.

Em geral os sistemas dinamicos sdo ndo lineares. Porém, os procedimentos matematicos
para a obtencdo de solugcdao de modelos lineares sao muito complicados. Por isto, geralmente
substitui-se o modelo ndo linear por um modelo linear, com validade somente em uma regido
limitada de operagao, ou para um ponto de operacao.

A obtencdo dos modelos que representam um dado sistema, sao baseados nas leis que
regem aquele sistema. Por exemplo, na modelagem de um sistema mecéanico, deve-se ter em mente
as leis de Newton; na modelagem de sistemas elétricos deve-se ter em mente as leis das correntes e
das tensGes de Kirchoff; na modelagem de sistemas térmicos deve-se ter mente as leis que regem
os fendmenos térmicos, isto &, condugdo, radiacdo e convengao, etc...

Neste capitulo, nos preocupamos com a modelagem de sistemas mecanicos de translagdo e
rotacdo e sistemas eletromecéanicos. A modelagem de outros sistemas fisicos, tais como, sistemas

térmicos e sistemas hidraulicos ndo serdo objeto de analise.
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1.2 - MODELAGEM MATEMATICA DE SISTEMAS MECANICOS

Os sistemas mecdanicos sdo divididos em dois grupos, isto é, sistemas mecanicos de
translacdo, e sistemas mecanicos de rotacdo. A seguir, alguns conceitos importantes relativos a

sistemas mecanicos, serdo revisados.

- Massa

A massa de um corpo, € a quantidade de matéria deste corpo, a qual é constante.
Fisicamente, a massa de um corpo é responsavel pela inércia do mesmo, isto &, a resisténcia a
mudanga de movimento de um corpo. O peso de um corpo é a forga com a qual a terra exerce

atracdo deste corpo.

Onde:

m=—
g

m & massa (Kg)

@ € o peso (Kgf)

g ¢é a aceleragio da gravidade (= 9,81 m/s")
Embora o peso de um corpo possa variar de um ponto para outro, a massa do mesmo n&o

varia.

- Forga

A forca é definida como a causa que tende a produzir uma mudanga na posicdo de um
corpo, no qual a forga esta atuando. As forcas podem ser classificadas de duas formas, FORCAS DE
CONTATO e FORCAS DE CAMPO. As forcas de contato sdo aquelas que tém um contato direto com o
corpo, enquanto as forgas de campo nao apresentam contato direto com o corpo, como por exemplo,

forga magnética e forgca gravitacional.

- Torque
O torque é definido como qualquer causa que tende a produzir uma mudanga na posicao
angular (rotacional) de um corpo, no qual o torque esteja atuando.

- Deslocamento, Velocidade e Aceleracao
O deslocamento X(t) € a troca de posigdo de um ponto, tomado como referéncia, para outro.

A velocidade é a derivada temporal do deslocamento X(t).
dx(t)
dt

A aceleracao é a derivada temporal da velocidade:

_do() _ d2x(t)

a(t) PR B a(t) =B(t) = X(t)

B(1) = (1)
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- Deslocamento Angular, Velocidade Angular e Aceleracao Angular
O deslocamento angular “8(t)”, é definido como a troca de posicdo angular, sobre um eixo,

de um &ngulo tomado como referéncia e outro. E medido em radianos. A direcdo anti-horaria é

tomada como positiva.

A velocidade angular “0Xt)”, é a derivada temporal do deslocamento angular “0(t)".

ae(t)

o(t) === = (1)

A aceleragdo angular “0(t)”, é a derivada temporal da velocidade angular “W".

_da(t)  d?6(t)
T ode T df?

at) sooft) = a(t) = 6(t)

Obs:
Se a velocidade ou a velocidade angular é medida em relacdo a uma referéncia fixa, entdo
chamamos de velocidade absoluta ou velocidade angular absoluta. Caso contrario serdo grandezas

relativas. O mesmo ¢é valido para a aceleracao.

LEIS DE NEWTON

Das trés leis que foram formuladas por Newton, a segunda lei é a mais importante, para a
obtencao de modelos matematicos de sistemas mecéanicos.
- Segunda lei de Newton (Translacao)

“A aceleracdo adquirida por de qualquer corpo rigido é diretamente proporcional as forcas

que atuam neste corpo, e inversamente proporcional a massa deste corpo”.

2 forcas = m.a

- Segunda lei de Newton (Rotacao)
“A aceleracdo angular de qualquer corpo rigido é diretamente proporcional aos torques que

atuam neste corpo, e inversamente proporcional ao momento de inércia deste corpo”.

2T =Ju

Onde: ] - Momento de inércia;

1.2.1- SISTEMAS MECANICOS DE TRANSLACA'O
Nos sistemas mecéanicos de translacdo, ha trés elementos mecanicos envolvidos que sdo:

elemento de inércia, elemento de amortecimento, elemento de elasticidade.
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- Elemento de Inércia (Massa)

M — massa:
M f(t) — forca aplicada;
3 %(t) — deslocamento.
o ¥

E assumido que a massa é rigida. Desta forma a conexdo superior, ndo deve se mover em
relagdo a conexdo inferior, isto €, ambas conexdes se deslocam segundo X(t).
2
dd(t) Md X(t)
= 2
dt dt

f(t)=M.a(t)=m
Onde:

a(t) — aceleracdo; U(t) — velocidade: X(t)— deslocamento.

- Elemento de Amortecimento (Amortecedor)

fit)

-—l No caso deste elemento existe um deslocamento relativo entre o ponto de

B y (t} conexao superior e o ponto de conexdo inferior. Portanto, existe a necessidade de
— X

duas variaveis deslocamento para descrever este elemento. A realizagdo fisica deste

_l elemento é a fricgdo viscosa associada ao dleo ou ar.
fit) ()
, Axi(t)  dx,(6))
Forga de Amortecimento f(t) = E{ ,{c;tl: ) - xcitl: ) f(t) = B(th(t)- 9a(t))
J

B — Coeficiente de amortecimento:
th(t) — Velocidade relativa ao deslocamento X (t)
B(t) — Velocidade relativa ao deslocamento X, (t).

- Elemento de Elasticidade (Mola)

3 f{t]

Ix

L)

Este elemento pode ser deformado por uma forca externa, tal que a

11{3 fit) deformag&o é diretamente proporcional a esta forga.

%) £(t) = K(%:(t) = %,(t))| Forca de elasticidade
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Uma vez que os elementos mecanicos dos movimentos de translagdo estdo definidos, as

equacoes de sistemas mecanicos de translacdo podem ser escritas seguindo as leis de Newton.

Ex;:
LS
d2A(t) dx(t)
K - B i 7 A _p=s
M 32 f(t)-B Tt KX(t)
M
lf(t] bx)

Neste sistema, trés forcas exercem influéncias sobre a massa M: forca aplicada f(t), a forca
de amortecimento e a forca de elasticidade.

A fungdo de transferéncia pode ser obtida, considerando-se a forca aplicada como entrada e

o deslocamento X(t) como saida.

F(s) = MS*X(s) + BSX(s) + KX(s)

X(s) 1 M
Fo  C® Ms?iBs+K ., B_. K
5 +—5+—
Mo M

Exy:
Este sistema mecanico, € o modelo simplificado de um sistema de suspensdo de uma das
rodas de um automovel,

onde:

Se observarmos a figura, existem 2 deslocamentos independentes Xi(t) e X(t). Isto

significa que, conhecer o deslocamento X;(t) ndo implica em conhecer o deslocamento X»(t).

Portanto deve se escrever 2 equagoes.

dx1(t) dXi(t)  dxa(t)
Ml —dtlz = _Kl(xl [:t:l - x!(t)] —B[ dlt — m J 2
—dz;{? t dxa2(t)  dxa(t
M, dt;: ) =f(tJ—K1(xz(tJ—;{1(tJ]—l{ dt( )_ d]t( }]—szz(r) -

Supondo que deseja-se obter a fungdo de transferéncia entre a forca aplicada f(t) e o

deslocamento do carro X;(t)

M; 82X (s) = - Ky(Xy(s) - Xa(s)) - B(SX(s) - SXa(s)) «“3»

M,S’Xa(s) = F(s) - Ki(Xa(s) - Xi(s)) - B(SXa(s) - SXi(s)) - KaiXa(s) ~ “4”
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Pela equagdo “3”; resulta X (s)(M;S” + K; + BS) = X,(s)(K; + BS)

BS+K,
. 'Xl (5] g
M,S"+BS+K,

Xl(‘i'] =

Pela equacdo “4”, resulta X»(s)(MaS” + K + K + BS) = F(s) + (K; + BS)Xy(s)

1 BS+K,
= - F(s)+ -
M,S5"+BS+K, +K, M,S5" +BS+K, +K,

Xl(s) G

X, (s)

X,(8)=G,(s).X,(s) i

X, (s) =G,(5)-X,(5) + G;(s). F(s) “6”

As equacdes “5” e “6” fornecem as seguintes representacdes:

F(s) ‘ Go(e) 2,(s) Gi(&) (5]

= Diagrama de blocos

Ga(s)

F(s) Gs Gy 1 X
S " C T = Graficos de fluxo de sinais
Gz
Caminho direto: M; = Gi. G
Lacos individuais: La=G,. Gz
Determinante do sistema: A =1-G,G,
X G.G
Fungdo de transferéncia: —-= 3
F  1-G,G,

Onde:

BS+K, BS+K,

G,G, = :
7 (M8? +BS+K,) (M,8? +BS+K, +K,)

BS+K, 1
(M,S? +BS+K,) (M,S>+BS+K, +K,)

G,G; =
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Com isto, a funcdo de transferéncia deste sistema € dada por:

BS+K,

X,(s) (M, S2+BSTK, | M.S2+BSTK, + K,

F(s) (M,S2+BS+K,)(M,S2+BS+K, +K,)-(BS+K,)’

(M S2+BSTK, [ M,8 K,

X, (s) BS+K,
F(s) M,M,S*+(M, +M,)BS’ +(M,K, +M K, + M,K, )s? + BK,S +K, +K,

Esta fungdo de transferéncia descreve completamente, a dindmica do sistema apresentado.
Uma vez conhecido, a massa do carro “M;”, massa da roda “M,” e a elasticidade do pneu

“K,", a suavidade ou conforto do carro é determinado pela definicdo dos valores de K; e B.
(B — amortecedor; K1 —» mola).

Como o coeficiente de amortecimento B varia com o desgaste do amortecedor, a funcdo de

transferéncia também varia com o tempo mudando o conforto do carro.

1.2.2- SISTEMAS MECANICOS DE ROTACAO
= Diagrama de blocos
= Graficos de fluxo de sinais

Os elementos mecanicos envolvidos nos sistemas mecanicos de rotacdo sdo os mesmos ja
definidos para os sistemas mecanicos de translagdo. A diferenca é que agora os deslocamentos sdo

angulares.

- Elementos de inércia (Momento de Inércia)

’ T(t) = Jo(t) =T doxt) _ . d76(1)

o | T(t) = J0(t)
T 60 dt dt”

Onde:
J  — Momento de mércia;

T(t) — Torque aplicado:;

B(t) — Deslocamento angular.
oi(t) — Aceleragio angular:
o(t) — Velocidade angular.
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- Elemento de Amortecimento (Amortecedor)

E [5]1 (t)— f.ijl2 (t) = Velocidade Relativa;

T® eﬂ_me_ T(t) = B(E] (t)— Gg(t}) T = Torque aplicado;
oty G201

B = Coef. de amortecimento Rotacional.

- Elemento de Elasticidade (Mola)

3 S (700 3 T(t) = K(Ell[t) —0,(1)) T (t) = Torque aplicado:
T & 85 81(t) - B:(t) = Desloc. angular relativo.

Exemplos:

1) Considere o sistema mecéanico rotacional, mostrado a seguir:

Ja(t) = > T(t)
Jo(t) = T(t) - Bw(t)
T(t) = Jo(t) + Bow(t)

RN

Aphlicando T.L, resulta: T(s) = JS.Q(s) +B.L(s)

Q(s) 1
T(s) J1.S+B

2) Considere o sistema mecénico rotacional, mostrado a seguir:

PP TSI PP : . . -

Este sistema € um exemplo de relogios de péndulo. O momento
de Inércia do péndulo, é representado por J; a friccdo entre o

K B oo © o ar & reor , o n
péndulo e o ar € representado por B, e a elasticidade do pén-
dulo & representada por K.

E
EHE Jou(t) = X T(t)
o
T d*e(t dot
J# =T(t) - BL— Ko(t)

Aphicando T.L, resulta:
J1.8%0(s) = T(s)— BS.8(s) — K.0(s)

A fungdo de transferéncia, sera entio:

0(s) _ 1
T(s) 18" +BS+K
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1.3- LINEARIZACﬁO DE MODELOS MATEMATICOS NAO-LINEARES
Conforme ja foi comentado anteriormente, os modelos mais precisos de sistemas fisicos sao
nao-lineares. Entretanto, a transformacao de Laplace ndo pode ser utilizada na solucdo de equacodes

diferenciais ndo-lineares. Por isto, € necessario que seja introduzida uma técnica de linearizagdo de
sistemas nao-lineares.

Seja o sistema de um péndulo mostrado abaixo:

1
1
'

L L — comprimento do péndulo:

M — massa do péndulo;

f — for¢a que atua no péndulo;

]
i
i
i
i
1
1

g — gravidade.
f=Mg
A equacao diferencial que descreve o movimento do péndulo, é:
L d%6(t)
—.———=— sen O(t
g dtl ( }

Esta equacgdo é ndo linear, devido a presenca do termo sen O(t). A caracteristica ndo-linear

para a funcdo f(B) = sen B é mostrada abaixo.

+£(9)

O procedimento usual de linearizacdo é substituir a caracteristica da fungdo por uma linha

reta, o que fornece uma precisdo razoavel para uma pequena regido de operagdo. Por exemplo,
suponha que deseja-se linearizar a fungdo f(B) = sen 8 em torno do ponto f(6,). Através de

expansdo em Série de Taylor, representa-se a fungdo f(8) em torno do ponto “6,”, por:

d*f (0-6,)°
o (0-0,)+ —+.....

- . “21!‘
) de? | ey 21

df
£(6) = £(8)) + 5
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Se a variacdo “0 - 6,” é pequena, os termos de maior grau podem ser desprezados na série

de Taylor. Isto resulta em:

df
£(6) =£(0,) + ©-0,)  «3”

(9=0)
Seja portanto: f{8) = sen 0. Com isto temos:

sen@ = senf, +'[CDSBCI]'.{E'—BQ] o b

. —_n? . .
Como, o péndulo mostrado, opera na regido em que @ =0" | pode-se linearizar a fun-
¢do em torno do ponto 8, = 0°.

sen®=0+1(6-0") .. [scnB=6 w5

Substituindo “5” em *1%, resulta:

L d*e(t)
—. — t “et
g dtl _q )
ou
-- g
6(t) + 7 6(t) =0 “p>

Portanto, para linearizar uma funcio f(X) em torno do ponto “X,”, deve-se= expandir esta
funcdo através de Série de Taylor, considerando-se desprezivel os termos (0 — 6p)°, =paran > 1.

df (%)
dx I

£00) = £000) + g5y, = %0)

A precisdo, desta linearizacdo depende da magnitude dos termos ignorados.



